
𝑎𝑘−1 < 𝑏𝑘−1 となる𝑎𝑘−1がとれる範囲で繰り返し適用すると

ｎ段の反パスカル的三角形Ｔについて考える。
Ｔのｋ段目(k> 2)の隣接する２項𝑎𝑘,𝑏𝑘  (𝑎𝑘 < 𝑏𝑘),その上の項𝑏𝑘−1について、
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反パスカル的三角形は、２０１８年の国際数学オリンピックの第３問として出題された。先行研究は一件のみで、特に６段以上の三角形
は存在しないと予想されているが、厳密な証明は示されていない。本研究ではその存在不可能性を数学的に証することを目的とする。

ｎ段の反パスカル的三角形は、各段が上から1個、2個、…ｎ個の自然数で構成され、１から順に一度しか
使用されず、最下段を除く各数が直下の2数の絶対値の差で表される。

本研究では、反パスカル的三角形の構成に関して一定の成果を得たが、今後は今回用いた方法のみならず、他の数学的アプローチ
を用いた証明方法についても検討していく必要がある。また、反パスカル的三角形はその特殊な構造から、数列解析や符号理論と
しての利用など、多分野への応用活用可能性を秘めている。これらの観点から、理論的深化と実用化に向けた応用的研究の両面で
さらなる展開が期待される。

［研究動機］

［反パスカル的三角形の定義］

［証明１］（範囲の絞り込み）

・１～ｎは各段に入る・各段の最小値の和は最大値に等しい・各段の最小値と最大値は隣り合う
・最下段の最小値と最大値で分けてできる反パスカル的三角形に１～ｎは含まれない

［今後の展望］
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［結論］

𝑏𝑘 = 𝑎𝑘 + 𝑏𝑘−1

𝑏𝑘 = 𝑎𝑘 + 𝑎𝑘−1 + ⋯ + 𝑎2 + 𝑎1

このとき上段の最大値より大きい数が下段に必ず現れることと、ｎ段に
はｎ個の数字で同じ数は一度しか使えないことを考慮すると、最下段の最大
値𝑀𝑛は
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このことから１～ｎは各段に含まれること、各段の最大値と最小値は隣り
合うことが分かる。
ここでＴの最下段の最大値と最小値を除き分割してできる、もとのＴに含

まれる反パスカル的三角形𝑇′について考える。最大と最小が隣り合うことか
ら𝑇′は最大２つできる。

大 小

𝑻′の例
𝑇′の最大値について、 どちらの

最大値も𝑀𝑛より小さいことがＴ

が存在する必要条件である。つま
り少なくとも𝑇′の最大値の和の平
均が𝑀𝑛より小さくなくてはいけ

ない。
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また上での議論から 𝑇′に1～ｎの数は含まれず、 𝑇′の最大値の和はｎー２
個の項の和で表される。よって、 𝑇′の最大値の和の平均𝑀𝑛

′は以下のように

あらわせる。

෍

𝑘=1

𝑛

𝑘 >
1

2
෍

𝑘=1

𝑛−2

(𝑛 + 𝑘)

𝑀𝑛  > 𝑀𝑛
′より

ｎが自然数であることに注意して

∴
9 − 73

2
< 𝑛 <

9 + 73

2

𝟏 ≤ 𝒏 ≤ 𝟖

［証明３］（７段が存在しないこと）

［証明２］（６段が存在しないこと）

［証明４］（８段が存在しないこと）
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よって反パスカル的三角形が存在しうるのは１段から８段のときである

［証明５］（全探索）
コンピューターを使った全探索によって、１段から５段までは反
パスカル的三角形が存在してその数は１２個のこと、また６から
８段では存在しないことを確かめた

［性質］

以上より反パスカル的三角形は１から５段まで存在し、その数は１２個であること
（左右反転したものは除く）、６段以上では反パスカル的三角形が存在しないことを
証明できた。
今後は今回用いた方法のみならず、他の数学的アプローチを用いた証明方法について
も検討していく必要がある。

段数 １ ２ ３ ４ ５ ６以上

存在 １ ２ ４ ４ １ ×


	スライド 1: 反パスカル的三角形の有限性

