
循環小数の考察～余りの式による考察～ 

作新学院高等学校 

渡邊 塁  八月朔日 洸晴  飯高 晴斗  田中 美好 

≪研究動機≫ 

循環小数の性質を求めたい。そのために循環の幅や循

環小数を余りの式で表示し，これを考察する。 

≪循環小数の循環の幅について≫ 

繰り返される数字の列を循環の幅という。 

𝟏

𝟑
= 𝟎. �̇�   循環の幅 1 

𝟏

𝟕
= 𝟎. �̇�𝟒𝟐𝟖𝟓�̇�   循環の幅 6 

𝟏

𝟏𝟑
= 𝟎. �̇�𝟕𝟔𝟗𝟐�̇�   循環の幅 6 

𝟏

𝟏𝟕
= 𝟎. �̇�𝟓𝟖𝟖𝟐𝟑𝟓𝟐𝟗𝟒𝟏𝟏𝟕𝟔𝟒�̇�   循環の幅 16 

～考察～ 

全ての位が９の 𝒏 桁の自然数がある。その自然数の素

因数の逆数に，循環の幅が 𝒏 であるものが存在すると

考察する。 

≪循環小数の余りの式での表示≫ 

𝟏

𝟕
= 𝟎. �̇�𝟒𝟐𝟖𝟓�̇� 

① 1 を 7 で割ったときの余りをだす。 

②でた余りを 10 倍してその数を 7 で割ったとき                  

余りを求める。 

𝟏 × 𝟏𝟎 = 𝟕 × 𝟏 + 𝟑          𝟑 = 𝟏 × 𝟏𝟎 − 𝟕 × 𝟏 

𝟑 × 𝟏𝟎 = 𝟕 × 𝟒 + 𝟐          𝟐 = 𝟑 × 𝟏𝟎 − 𝟕 × 𝟒 

𝟐 × 𝟏𝟎 = 𝟕 × 𝟐 + 𝟔          𝟔 = 𝟐 × 𝟏𝟎 − 𝟕 × 𝟐 

𝟔 × 𝟏𝟎 = 𝟕 × 𝟖 + 𝟒          𝟖 = 𝟔 × 𝟏𝟎 − 𝟕 × 𝟖 

𝟒 × 𝟏𝟎 = 𝟕 × 𝟓 + 𝟓          𝟓 = 𝟒 × 𝟏𝟎 − 𝟕 × 𝟓 

𝟓 × 𝟏𝟎 = 𝟕 × 𝟕 + 𝟏          𝟏 = 𝟓 × 𝟏𝟎 − 𝟕 × 𝟕 

𝟏 × 𝟏𝟎 = 𝟕 × 𝟏 + 𝟑          𝟑 = 𝟏 × 𝟏𝟎 − 𝟕 × 𝟏 

⋮                                                ⋮ 

 

𝒓𝟏 = 𝒑 × 𝟎 + 𝒓𝟏 

𝟏𝟎𝒓𝟏 = 𝒑 × 𝒒𝟏 + 𝒓𝟐 

𝟏𝟎𝒓𝟐 = 𝒑 × 𝒒𝟐 + 𝒓𝟑 

⋮ 

𝟏𝟎𝒓𝒏−𝟏 = 𝒑 × 𝒒𝒏−𝟏 + 𝒓𝒏 

⋮ 

（ただし𝒑 ≠２,５の素数，𝒓𝒏 , 𝒒𝒏はともに自然数で

𝟏 ≤ 𝒓𝒏 ≤ 𝒑 − 𝟏  , 𝟏 ≤ 𝒒𝒏 ≤ 𝟗 を満たす。） 

 

上の余りの式において，第 𝒏 項目の余りが現れる式

を 𝒏 番目の式と呼ぶことにする。 

≪二項間漸化式≫ 

２番目の式から 𝒏 番目の式について考える。  

𝟏𝟎𝒓𝟏 = 𝒑 × 𝒒𝟏 + 𝒓𝟐 

𝟏𝟎𝒓𝟐 = 𝒑 × 𝒒𝟐 + 𝒓𝟑 

⋮ 

𝟏𝟎𝒓𝒏−𝟏 = 𝒑 × 𝒒𝒏−𝟏 + 𝒓𝒏 

両辺整数値をとるので，𝒑 を法とした合同式を考え

ると 

𝟏𝟎𝒓𝟏 ≡ 𝒓𝟐   (𝒎𝒐𝒅 𝒑) 

𝟏𝟎𝒓𝟐 ≡ 𝒓𝟑   (𝒎𝒐𝒅 𝒑) 

⋮ 

𝟏𝟎𝒓𝒏−𝟏 ≡ 𝒓𝒏   (𝒎𝒐𝒅 𝒑) 

 



と表せる。すべての式の両辺を掛け合わせると 

𝟏𝟎𝒏−𝟏 𝒓𝟏 𝒓𝟐 ⋯ 𝒓𝒏−𝟏 ≡  𝒓𝟐  𝒓𝟑 ⋯  𝒓𝒏−𝟏 𝒓𝒏   (𝒎𝒐𝒅 𝒑) 

共通部分を消去すると 

𝟏𝟎𝒏−𝟏 𝒓𝟏 ≡ 𝒓𝒏   (𝒎𝒐𝒅 𝒑) 

が得られる。 

 

≪三項間漸化式≫ 

𝟏𝟎𝒓𝟏 = 𝒑 × 𝒒𝟏 + 𝒓𝟐 

𝟏𝟎𝒓𝟐 = 𝒑 × 𝒒𝟐 + 𝒓𝟑 

 𝟏𝟎𝒓𝟑 = 𝒑 × 𝒒𝟑 + 𝒓𝟒 

⋮ 

𝟏𝟎𝒓𝒏 = 𝒑 × 𝒒𝒏 + 𝒓𝒏+𝟏 

𝟏𝟎𝒓𝒏+𝟏 = 𝒑 × 𝒒𝒏+𝟏 + 𝒓𝒏+𝟐 

ここで 

𝟏𝟎𝒓𝒏 = 𝒑 × 𝒒𝒏 + 𝒓𝒏+𝟏 ⋯① 

𝟏𝟎𝒓𝒏+𝟏 = 𝒑 × 𝒒𝒏+𝟏 + 𝒓𝒏+𝟐 ⋯② 

すると② − ①より 

 𝟏𝟎(𝒓𝒏+𝟏 − 𝒓𝒏) = 𝒑(𝒒𝒏+𝟏 − 𝒒𝒏) + 𝒓𝒏+𝟐 − 𝒓𝒏+𝟏 

 

 𝒑 を法とした合同式を考えると 

𝟏𝟎𝒓𝒏+𝟏 − 𝟏𝟎𝒓𝒏 ≡ 𝒓𝒏+𝟐 − 𝒓𝒏+𝟏   (𝒎𝒐𝒅 𝒑) 

𝟎 ≡ 𝒓𝒏+𝟐 − 𝟏𝟏𝒓𝒏+𝟏 + 𝟏𝟎𝒓𝒏   (𝒎𝒐𝒅 𝒑) 

 

𝒕𝟐 − 𝟏𝟏𝒕 + 𝟏𝟎 = 𝟎 とすると 

𝒕𝟐 − 𝟏𝟏𝒕 + 𝟏𝟎 = 𝟎 

(𝒕 − 𝟏)(𝒕 − 𝟏𝟎) = 𝟎 

𝒕 = 𝟏 , 𝟏𝟎 

 

よって三項間漸化式は𝒓𝟏 , 𝒓𝟐を用いて 

𝒓𝒏+𝟏 − 𝒓𝒏 ≡ 𝟏𝟎𝒏−𝟏(𝒓𝟐 − 𝒓𝟏)   (𝒎𝒐𝒅 𝒑) ⋯③ 

𝒓𝒏+𝟏 − 𝟏𝟎𝒓𝒏 ≡ 𝟏𝒏−𝟏(𝒓𝟐 − 𝟏𝟎𝒓𝟏)   (𝒎𝒐𝒅 𝒑) ⋯④ 

 

③ − ④より 

𝒓𝒏 ≡
𝒓𝟐 − 𝟏𝟎𝒓𝟏 − 𝟏𝟎𝒏−𝟏(𝒓𝟐 − 𝒓𝟏)

𝟗
   (𝒎𝒐𝒅 𝒑) 

 

≪利用法≫ 

𝒓𝒏 ≡ 𝒓𝟏 × 𝟏𝟎𝒏−𝟏  (𝒎𝒐𝒅 𝒑) が成り立つこと利用して，

小数第 𝒏 位の 𝒒𝒏 を求める。 

 

𝒓𝒏 , 𝒓𝒏+𝟏 を求めて 

𝒓𝒏 ≡ 𝒓𝟏 × 𝟏𝟎𝒏−𝟏   (𝒎𝒐𝒅 𝒑) 

𝒓𝒏+𝟏 ≡ 𝒓𝟏 × 𝟏𝟎𝒏   (𝒎𝒐𝒅 𝒑) 

第 𝒏 位の余りの式より 

𝟏𝟎𝒓𝒏 = 𝒑 × 𝒒𝒏 + 𝒓𝒏+𝟏 

求めた𝒓𝒏 , 𝒓𝒏+𝟏を用いて， 𝒒𝒏 の値を求める。 

 

≪今後の展望≫ 

循環小数を余りの式に直すことで，一部の既約分数にお

ける循環小数について，余りの式で表すことができた。ま

た，その余りの式を数列と考え，二項間，三項間漸化式を

用いて，余りの一般項を求めた。 

しかし，商の一般項を求めるに至らなかったため，今後

の研究では商の一般項を求めるための考察を深めていきた

い。また，すべての既約分数についての余りの一般項を求

めていきたい。そして， 𝒓𝒊 = 𝒓𝟏𝟏𝟎𝒊−𝟏 という式は𝑵進法で

 𝒓𝒊 = 𝒓𝟏𝑵𝒊−𝟏 ( 𝒊 ∈ ℕ ) と表せると予想しているので，証明

できるようにしていきたい。 
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